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ن دم بعض ا فك ر ا       ل ري   ال غ ير ال كراري ):  المخلص تسُ خدم VIMفي هذه الورق ،  ( لحل مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   غ ر الخ   . 

  للمس ئل الخ   ،  طري   ال غ ير ال كراري لحل فئ  كب رة من المس ئل غ ر الخ    بكف ءة و هول  ودق ، مع ت ريب ت ت   رب بسرع  إلى حلول دق   . ب لنسب

ة ف ط لإمك ن   تحديد مض عف لاغرانج بدق . تجدر الإش رة إلى أن مض عف لاغرانج ي لل من يمكن الحصول على الحل الدق ق من خلال خ وة تكرار واحد

ددي  ل سل ط الضوء  عدد ال كرارات على ع مل ال ك مل، كم  ي لل من حجم العمل  ت الحس ب  . لا ت  لب ال ري   أي تحويل أو خ    من أي نوع. نُ دم امثل  ع

 ( . تظهر ال ري   تحس ن ت على ال  ن  ت العددي  الح ل  . VIMعلى الم زات المهم  ل ري   )

 ( ، مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   غ ر الخ   . VIMطري   ال غ ير ال كراري ) الكلمات المفتاحية: 

 
 

 المقدمة 
ظهرت المع دلات ال ك مل   ال ف ضل   في وقت مبكر من ال  ور الري ضي  

لدين م ك  ت السك ن النظري ، وذلك في ا عم ل الرائدة لعلم ء ري ض  ت مثل  

أثن ء درا  ه   ، فول  را و كو    زين الوراث    ال أث رات  ح ث درس فول  را 

ال ف ضل    المؤثرات  من  كل  ظهور  ابح ثه  عن  ن ج  السك ن.  نمو  لنموذج 

وال ك مل   معً  في المع دل  نفسه ، وأطُلق على هذا النوع الجديد من المع دلات  

ال ك مل   فول  را  مع دلات  تع ى [27,26,18]ال ف ضل    -ا م  وال ي   ،

 ب لص غ   

𝑢(𝑛)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝐹(𝑢(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡      (1) 

𝑢(𝑛)(𝑥) ح ث   =
𝑑𝑛𝑢

𝑑𝑥𝑛
، والدال   𝑢(𝑥) للدال     𝑛تمثل المش    من الرتب   

𝑓(𝑥)    والنواة𝐾(𝑥, 𝑡)     دوال ح      ال  م . والدال𝐹(𝑢(𝑥))      غ ر خ

( تجمع ب ن المؤثر ال ف ضلي والمؤثر 1و ن المع دل  الن تج  في ).  𝑢(𝑥)في  

الاب دائ    الشروط  تحديد  الضروري  فمن  ال ك ملي، 

𝑢(0), 𝑢′(0),⋯ , 𝑢(𝑛−1)(0)    الخ ص الحل  ل حديد   ،𝑢(𝑥)    لمع دل

( ال ف ضل    ال ك مل    ال ف ضل    1فول  را  ال ك مل    فول  را  مع دل   ت م ز   .)

, 𝑢′(𝑥)بوجود مش    واحدة أو أكثر من المش   ت   𝑢′′(𝑥)     خ رج علام

ال ك مل. ظهرت مع دل  فول  را ال ك مل   ال ف ضل   في العديد من ال  ب   ت  

  . [14]  ، ودين م ك  الموائع الن نوي [15]الف زي ئ   مثل عمل   تشك ل الزج ج  
وان   ل الحرارة وعمل   الان ش ر بشكل ع م، وان ش ر الن وترون ت، وتع يش  

الري ح   تول د م زايدة وم ن قص ، وتموج ت  الب ولوج   مع معدلات  ا نواع 

الاف راس   نم ذج  خلال  من  الاح  ء  علم  في  وكذلك  الصحراء  ان ش ر  وفي 

الفس ولوجي في    Batiha et al) )  [9] ا وبئ  ال دفق  إلى درا    وصولًا 

يمكن العثور على المزيد من ال ف ص ل    . [29] ( Zhou)للبح ث    جسم الإنس ن

حول المص در ال ي تنشأ منه  هذه المع دلات في ك ب الف زي ء وعلم ا ح  ء  

 . [26,25]وت ب   ت الهند   

ل حديد حل للمع دل  ال ك مل   ال ف ضل  ، يجب تحديد الشروط الاب دائ  ،  

لإدراج   كن  ج   بوضوح  ذلك  رؤي   الشروط    𝑢(𝑥)ويمكن  ومش   ته . 

ال حل ل     ال رق  من  العديد  توجد  الدق ق.  الحل  ل حديد  الاب دائ   ضروري  

ال ي   ب رنش  ين  كولك شن  طري    ضمنه   من  المس ئل  هذه  لحل  والعددي  

، وأبرزه  طري   هوموتوبي  [13]( في بحثهDavaeifarاق رحه  داف يف ر )

  ADM  [3])، وطري   ال حل ل  دوم  ن )[17,15,12]  (HPM)الاضراب  
والهند  ،   الف زي ء  في  المع دة  المس ئل  لحل  الب حث ن  قبل  من  ال ي طُورت 

ال ك مل     المع دلات  من  محددة  فئ   ت  صر على  منهم   ان كل طري    ح ث 

. ونظرًا للصعوب ت ال ي قد تواجهه  ال رق ال  ل دي  في إيج د حلول ال ف ضل  

ال كراري   ال غ ير  ف د حظ ت طري    الخ   ،  غ ر  للمس ئل   (VIM)دق    

 ب ه م م وا ع.   [18]( Ji-Huan Heال ي اق رحه  الع لم جي ه ون هي )

ال ك مل     المع دلات  مع لج   على  الع ل    ب درته   ال ري    هذه  وت م ز 

مم    م  دة،  فرض  ت  أو  اض راب  مع ملات  إلى  الح ج   دون  ال ف ضل   

. وقد أثب ت درا  ت [20,19]يضمن  رع  ت  رب الحل نحو الن  ج  الدق     

( ق  مي  درا    مثل  درا   [18,16] ( وزملائهGhasemiعديدة،  وكذلك 

( أنك را  وزملائه  Nidal Ankiraنض ل  عند  [7](  ال ري    هذه  كف ءة   ،

ت ب  ه  على ا نظم  المع دة.  كم    همت درا  ت أخرى في تعزيز هذا 

( في ا  خدام طرق بديل   S. Abbasbandyال وجه مثل أعم ل عب  ب ندي )

ت و   ك ري    ال غ ير    [1]للم  رن   ل ري    المب شرة  ، لذا.    [2]وت ب   ته 

( لحل نم ذج من هذه المع دلات لب  ن  VIM  ركز هذا البحث على ت ب ق )

 .  [22,6,8]  دق ه  في الوصول للحل الدق ق

 

 السيرة التاريخية لطريقة التغاير التكراري 

  ( ال ي طوره  الع لم الري ضي VIMظهرت طري   ال غ ير ال كراري )

( هي  ه ون  ع م  Ji-Huan Heجي  في   ، [18]  1999(  ا  خُدمت  ح ث 

الخ   ،    بداي ه  غ ر  الموج   ومع دل   الخ   ،  الموج   مع دل   لدرا   

اثبت  وقد  محدودة.  وغ ر  محدودة  ن  ق ت  في  ب لموج   الشب ه   والمع دل  

ال ري   وكف ءته  في مجموع  وا ع  من   العديد من الب حث ن موثوق   هذه 

والفزي ئ     العلم    حل   [19,15]ال  ب   ت  في  الخصوص  وجه  وعلى 

(  Xu-hong Wuهونغ وو )شو المع دلات ال ك مل   كم  وضّح ذلك الب حث  

درا  ه   تع ي    [28]في  كونه   في  ال ري    لهذه  ا        ال وة  وتكمن   .

مع ملات   إلى  الح ج   دون  الدق ق،  للحل  ال   رب  م   ل    ريع   ت ريب ت 

دي  مثل طري   ال حل ل  صغ رة أو فرض  ت م  دة. وعلى خلاف ال رق ال  ل 

( )  ADM  )[3] دوم  ن  الاض راب  هوموتوبي  طري    (  HPMأو 

[14,12]( ال كراري  ال غ ير  طري    فإن   ،VIM  الحس بي ال ع  د  ت جنب   )

، أو الاع م د    [23,19]الن تج عن حس ب حدودي ت أدوم  ن كم  أش ر إل ه في  

على مع ملات الاض راب، مم  ي لل من العبء الحس بي خ ص  مع ازدي د  

 . [13,6]درج  غ ر الخ    في المس ئل 
(، أنه  ت وير VIMأثب ت طري   ال غ ير ال كراري )علاوة على ذلك،  

مم  منحه  ال درة على حل فئ  ،  [18]فع ل ل ري   مض عف لاغرانج الع م   

وا ع  من المس ئل بمرون  ع ل  . وقد طُب ت بنج ح على المع دلات ال ف ضل    

المس  ل    الخ   ، [10,9]الع دي   غ ر  الحدودي   ال  م  مس ئل    وأنظم  
المع ملات    والمع دلات  ، [21,17] ذات  الخ     غ ر  الجزئ    ال ف ضل   

المع دة،  ا نظم   مع  ال ع مل  في  ع ل    كف ءة  ال ري    أثب ت  كم   الم غ رة، 

( في حل  VIMدرا   ش مل  ل  ب ق طري   )  (Wazwazح ث قدم وزواز )

، مم    هم [25]أنظم  المع دلات ال ف ضل   الجزئ   الخ    وغ ر الخ     

إلى   في ت ل ل الجهد الحس بي وتج وز ع ب ت الحدود غ ر الخ   ، وصولاً 

( شرودنجر  مع دل   مثل  مع دة   ومع دل   ،   Schroedinger  )[23]نم ذج 
KDV     المعدلّ  ، ومع دلات برغر، ومؤخرًا المع دلات ال ف ضل   الكسري

 Ji-Huanوقد قدم جي ه ون هي ).  [24](  Caputoذات تف ضل ك بوتو)

Heو وو  شو(  ال  ورات   ((Xu-hong Wuهونغ  ش مل   هم  مراجع  

وال  ب   ت الجديدة ال ي طرأت على ال ري  ، مؤكدين على مُرون ه  الع ل    

. كم  ا  مر الاه م م بهذه ال ري   في  [20] في مع لج  المس ئل غ ر الخ   

لإيج د الحلول    ( وزملاؤه(Anakiraا بح ث الحديث  جداً، ح ث ا  خدمه   

 ال حل ل   الدق    ل شمل حل ا نظم  المع دة من مع دلات فول  را ال ك مل  ، 

ال   مم  هذه  ب  ء  ال  ب      يؤكد  الري ض  ت  في  وموثوق   فع ل   كأداة  ري   

 . [7]المع صرة 

 

 

 

معادلات  على منظومة طريقة التغاير التكراري ألية عمل 

 فولتيرا التكاملية التفاضلية
عند   الحل  لخ وات  ا        الفكرة  ب وض ح  ال سم،  ن وم  هذا  في 

ت ب  ه  على منظوم  من مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   غ ر الخ     
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( ال ي ذكرن ه  في الم دم   1الع م ، ول عم م الص غ  الفردي  غ ر الخ    )

 :[11,8]نفرض أن لدين  منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   ال  ل  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑢1

(𝑚)(𝑥) = 𝐻1 (𝑥, 𝑢2(𝑥),… , 𝑢2
(𝑚)(𝑥), 𝑢3(𝑥),… , 𝑢𝑛(𝑥),… , 𝑢𝑛

(𝑚)(𝑥))

+∫ 𝐾1 (𝑥, 𝑡, 𝑢1(𝑡),… , 𝑢1
(𝑚)(𝑡),… , 𝑢𝑛(𝑡),… , 𝑢𝑛

(𝑚)(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑢2
(𝑚)(𝑥) = 𝐻2 (𝑥, 𝑢2(𝑥),… , 𝑢2

(𝑚)(𝑥), 𝑢3(𝑥),… , 𝑢𝑛(𝑥),… , 𝑢𝑛
(𝑚)(𝑥))

+∫ 𝐾2 (𝑥, 𝑡, 𝑢1(𝑡),… , 𝑢1
(𝑚)(𝑡),… , 𝑢𝑛(𝑡),… , 𝑢𝑛

(𝑚)(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡

⋮

𝑢𝑛
(𝑚)(𝑥) = 𝐻𝑛 (𝑥, 𝑢2(𝑥),… , 𝑢2

(𝑚)(𝑥), 𝑢3(𝑥),… , 𝑢𝑛(𝑥),… , 𝑢𝑛
(𝑚)(𝑥))

+∫ 𝐾𝑛 (𝑥, 𝑡, 𝑢1(𝑡),… , 𝑢1
(𝑚)(𝑡),… , 𝑢𝑛(𝑡),… , 𝑢𝑛

(𝑚)(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡

(2) 

  𝐾𝑖و    𝐻𝑖هي رتب  المش   ت، والدوال    𝑚(،  2في المنظوم  الس ب   )

𝑖)ح ث   = 1,2,⋯ , 𝑛)    ،مع  ة تكون  م غ رات  عدة  في  م صل   دوال 

𝑖)ح ث   𝑢𝑖(𝑥)والدوال   = 1,2,⋯ , 𝑛)  . دوال مجهول  م لوب إيج ده 

لحل المنظوم  الس ب   ب   خدام طري   ال غ ير ال كراري، ولل بس ط، نفرض 

𝑢𝑖جم ع الحدود ذات تغ ير م  د ب   ثن ء  
(𝑚)
(𝑥)    ح ث(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛) .

بأنه    تعُرف  وال ي  ال صح ح  دال   نس ن ج  ال كراري،  ال غ ير  ل ري    وف   

الم   لي   ب ل  ريب  الح لي  ال  ريب  تربط  ال ي  ا        ال كراري   الص غ  

ل  ل ص الخ أ تدريج ً  لضم ن ت  رب الحل نحو الحل الفعلي، وهو م  ي وافق  

الدرا    في  المس عرض   الحديث   ال كراري   الص غ  لل ري    مع  الم ورة  ت 

 : [25,20,18]وتكون على الصورة ال  ل   . [5]

𝑢𝑖,𝑘+1(𝑥) = 𝑢𝑖,𝑘(𝑥) 

+∫ 𝜆𝑖(𝜉)
𝑥

0

[𝑢𝑖,𝑘
(𝑚)(𝜉)

− 𝐻𝑖 (𝜉, 𝑢̃1,𝑘(𝜉),⋯ , 𝑢1,𝑘
(𝑚)̃(𝜉)) ,⋯ , 𝑢𝑖−1,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑖−1,𝑘

(𝑚)̃ (𝜉)), 

𝑢𝑖+1,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑖+1,𝑘
(𝑚)̃

(𝜉)),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘
(𝑚)̃
(𝜉)) 

−∫ 𝐾𝑖

𝜉

0

(𝜉, 𝑟, 𝑢̃1,𝑘(𝑟),⋯ , 𝑢1,𝑘
(𝑚)̃
(𝑟),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘̃(𝑟),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘

(𝑚)̃
(𝑟))𝑑𝑟]𝑑𝜉     (3) 

𝑖)ح ث   = 1,2,⋯ , 𝑛)    الس ب ال صح ح  لدال   ال ب يني  ال غ ر  ، وبجعل 

𝛿𝑢𝑖,𝑘+1مس ويً  للصفر ) =  : [24,17] الشروط ال  ل  ( ، ن حصل على 0

1 − (−1)𝑚−1𝜆𝑖
(𝑚−1)𝜉|𝜉=𝑥 = 0 

𝜆𝑖
(𝑗)
(𝜉)|𝜉=𝑥 = 0,   𝑗 = 1,2,3,⋯ ,m − 2, i = 1,2,3,⋯ , n 

𝜆𝑖(𝜉)|𝜉=𝑥 = 0 

 : [27,18]ومن ذلك، يمكن تحديد مُض عف لاغرانج على النحو ال  لي 

𝜆𝑖(𝜉) =
(−1)𝑚

(𝑚 − 1)!
(𝜉 − 𝑥)𝑚−1 

 : [26,21,19]ون  ج  لذلك، نحصل على الص غ ال كراري  ال  ل  

𝑢𝑖,𝑘+1(𝑥) = 𝑢𝑖,𝑘(𝑥) + ∫ 𝜆𝑖(𝜉)
𝑥

0

=
(−1)𝑚

(𝑚 − 1)!
(𝜉 − 𝑥)𝑚−1 [𝑢𝑖,𝑘

(𝑚)(𝜉)

− 𝐻𝑖 (𝜉, 𝑢̃1,𝑘(𝜉),⋯ , 𝑢1,𝑘
(𝑚)̃(𝜉)) ,⋯ , 𝑢𝑖−1,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑖−1,𝑘

(𝑚)̃ (𝜉)), 

𝑢𝑖+1,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑖+1,𝑘
(𝑚)̃

(𝜉)),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘̃(𝜉),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘
(𝑚)̃
(𝜉)) 

−∫ 𝐾𝑖

𝜉

0

(𝜉, 𝑟, 𝑢̃1,𝑘(𝑟),⋯ , 𝑢1,𝑘
(𝑚)̃(𝑟),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘̃(𝑟),⋯ , 𝑢𝑛,𝑘

(𝑚)̃(𝑟))𝑑𝑟]𝑑𝜉. 

الصفري   ال  ريب  المع  ة    𝑢𝑖,0ح ث  الاب دائ    لل  م  وف    اخ   ره  ي م 

⋯ , 𝑢𝑖,0(0) , 𝑢𝑖(0)  [28,17]، كم  يلي 

𝑢𝑖,0(𝑥) = 𝑢𝑖(0) + 𝑢𝑖
′(0) +

1

2!
𝑢𝑖
′′(0) +⋯ 

   [11,7]( يكون: 2وب ل  لي حل المنظوم  )

𝑢𝑖(𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑢𝑖,𝑘(𝑥) 

ال كرار ال غ ير  ت ب ق طري    ك ف    ال  ل   توضح  )ا مثل     VIM) ي 

 على المع دلات ال ك مل   ال ف ضل   غ ر الخ   . 

 الأمثلة العددية 

في هذا البند،    م ت ديم امثل  مخ لف  لإظه ر الكف ءة والدق  الع ل   ل ري    

ال ف ضل     ال ك مل    فول  را  مع دلات  حل  في  ال كراري  ال غ ير 

. كم   ن  رق ل  ب ق ظه رة حدود الضوض ء، وال ي  [27,23,14,11,2,1]

تعُرف ري ض ً  بأنه  تلك الحدود الم   ب   في الم دار والمخ لف  في الإش رة 

ال ي تظهر ضمن ال  ريب ت ال كراري  ا ولى، ح ث يؤدي تحديده  وحذفه  

الحل الدق ق بأقل عدد من ال كرارات   ت  رب الحل نحو  مب شرة إلى تسريع 

[4] . 

 :[1]بفرض منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   كم  يلي  :1مثال

{
 
 

 
 𝑢′(𝑥) = 1 −

1

2
𝑣′2(𝑥) + ∫ ((𝑥 − 𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑣′(𝑥) = 2𝑥 + ∫ ((𝑥 − 𝑡)𝑢(𝑡) − 𝑣2(𝑡) + 𝑢2(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡         

𝑢(0) = 0, 𝑣(0) = 1                                                                  

 

ي م الحصول على دال  ال صح ح    VIM)ب  ب ق طري   ال غ ير ال كراري )  

 لهذه المنظوم  على الصورة  

𝑢𝑛+1(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥) − ∫ (𝑢𝑛
′ (𝑡) − 1 +

1

2
𝑣𝑛
′2(𝑡) +

𝑥

0

 

−∫ ((𝑡 − 𝑟)𝑣𝑛(𝑟) + 𝑢𝑛(𝑟)𝑣𝑛(𝑟))
𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝑣𝑛+1(𝑥) = 𝑣𝑛(𝑥) − ∫ (𝑣𝑛
′ (𝑡) − 2𝑡

𝑥

0

 

−∫ ((𝑡 − 𝑟)𝑢𝑛(𝑟) − 𝑣𝑛
2(𝑟) + 𝑢𝑛

2(𝑟))
𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝜆ح ث أن منظوم  المع دلات من الرتب  ا ولى، ف د تم ا  خدام   = −1   .

𝑢0(𝑥)وب   خدام الشرط الاب دائي لاخ   ر ال  ريب الصفري   = 𝑢(0) =

𝑣0(𝑥)و  0 = 𝑣(0) = ، في دال  ال صح ح ي م الحصول على ال  ريب  1

 كم  يلي :  𝑣1(𝑥)و    𝑢1(𝑥)ا ول  

{
 
 

 
 𝑢1(𝑥) = −∫ (

𝑥

0

− 1 − ∫ (𝑡 − 𝑟)𝑑𝑟
𝑡

0

)𝑑𝑡 = 𝑥 +
1

6
𝑥3

𝑣1(𝑥) = 1 − ∫ (
𝑥

0

− 2𝑡 + ∫ 𝑑𝑟
𝑡

0

)𝑑𝑡 = 1 +
1

2
𝑥2        

 

 وبنفس الك ف   ي م حس ب ب قي ال  ريب ت 

{
𝑢2(𝑥) = 𝑥 +

1

6
𝑥3 +

1

24
𝑥5 +

1

504
𝑥7 +⋯

𝑣2(𝑥) = 1 +
1

2
𝑥2 +

1

24
𝑥4 +

1

240
𝑥6 +⋯

,     

{
𝑢3(𝑥) = 𝑥 +

1

6
𝑥3 +

1

120
𝑥5 −

1

720
𝑥7 +⋯

𝑣3(𝑥) = 1 +
1

2
𝑥2 +

1

24
𝑥4 +

1

720
𝑥6 +⋯   

, 

{
𝑢4(𝑥) = 𝑥 +

1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 +

1

7!
𝑥7 +⋯

𝑣4(𝑥) = 1 +
1

2!
𝑥2 +

1

4!
𝑥4 +

1

6!
𝑥6 +⋯ 

,      

( ال كراري  ال غ ير  وب ل  لي حسب طري    ال  ريب ت،  من   VIM) والمزيد 

 الحل يكون على الصورة  

{
𝑢(𝑥) = lim

𝑛→∞
𝑢𝑛(𝑥)

𝑣(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑣𝑛(𝑥)
, 
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والحلول   VIM)(  مقارنة بين حلول )a: )1: النتائج العددية للمثال   1شكل 

 .للمنظومة( الخطأ المطلق  bالفعلية، )
 

 وبن ء على ذلك، ي م الحصول على الحل في الشكل المغلق 

{
𝑢(𝑥) = sinh 𝑥

𝑣(𝑥) = cosh 𝑥
 

وضح م دار الخ أ الم لق  . ي1وف عل  ه ، جدول    VIM) )لب  ن مدى ت  رب  

ال ري     ت ب ق  الخمس   الم رتب على  ال  ريب ت  ب لحل عند  م  رن ً  ا ولى 

 .1الفعلي في المث ل 
 

، النتائج العددية ومقدار الخطأ المطلق الناتج عن  1والشكل   1يوضح الجدول

(، حيث يتبين من 2المثال )  للمنظومة في  VIM) ) التغاير التكراري  تطبيق طريقة  

عند الفترة    3−10و    15−10( أن مقدار الخطأ المطلق يتراوح ما بين  1الجدول )

شكل  المحدودة، مما يعكس بدقة تقارب الحل التقريبي نحو الحل الفعلي. كما يوضح ال

1(a  )  1م  رن  للمنحن  ت وت  ب ه  ال  م، ب نم  يمثل الشكل(b  لوك  )  الخ أ

 . م  رن ال عن تلكالم لق الن تج 

 :[11]بفرض منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   ال  ل   :2مثال

{
 
 

 
 𝑢′′(𝑥) = −2𝑥𝑢′2(𝑥) + ∫ (𝑥𝑡2 ln 𝑢′

2
(𝑡) + 𝑣′′(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑣′′(𝑥) = 2𝑥 + ∫ (ln(𝑣′′(𝑡) − 𝑢′(𝑡)) + 𝑢′(𝑡)𝑣′(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑢(0) = 0,    𝑢′(0) = 1, 𝑣(0) = 𝑣′(0) = 0      

 

ي م الحصول على دال  ال صح ح    (VIM)ب  ب ق طري   ال غ ير ال كراري  

 لهذه المنظوم  على الصورة 

𝑢𝑛+1(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥) − ∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑢𝑛
′′(𝑡) + 2𝑡𝑢𝑛

′2(𝑡)
𝑥

0

 

−∫ (𝑡𝑟2 ln 𝑢𝑛
′ 2(𝑟) + 𝑣𝑛

′′(𝑟))
𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝑣𝑛+1(𝑥) = 𝑣𝑛(𝑥) − ∫ (𝑡 − 𝑥)(𝑣𝑛
′′(𝑡) − 2 + 𝑡2

𝑥

0

 

−∫ (ln(𝑣𝑛
′′(𝑟) − 𝑢𝑛

′ (𝑟)) + 𝑢𝑛
′ (𝑟)𝑣𝑛

′ (𝑟))
𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝜆ح ث أن منظوم  المع دلات من الرتب  الث ن  ، فإن   = (𝑡 − 𝑥)    وبن ء .

 على الشروط الاب دائ   ي م اخ   ر ال  ريب الصفري كم  يلي: 

𝑢0(𝑥) = 𝑢(0) + 𝑢
′(0)𝑥 = 𝑥 

𝑣0(𝑥) = 𝑣(0) + 𝑣
′(0)𝑥 = 0 

الحصول   ي م  ال صح ح  دال   في  الصفري  ال  ريب  عن  على  وب ل عويض 

 كم  يلي :  𝑣1(𝑥)و    𝑢1(𝑥)ال  ريب ا ول  

{
𝑢1(𝑥) = 𝑥 −

1

3
𝑥3                

𝑣1(𝑥) = 𝑥
2 +

1

4
𝑥3 +

1

3
𝑥4 

 

 

 1النتائج العددية المتحصل عليها في المثال   :1جدول 
 الحل الفعلي الخطأ المطلق 

𝑥 
|𝑣 − 𝑣𝑖| |𝑢 − 𝑢𝑖| 𝑣(𝑥) = cosh𝑥 𝑢(𝑥) = sinh𝑥 

0 0 1 0 0 

6.42 × 𝑒−12 1.08 × 𝑒−15 1.00500417 0.10016675 0.1 

6.64 × 𝑒−10 5.58 × 𝑒−12 1.02006676 0.20133600 0.2 

3.89 × 𝑒−08 2.17 × 𝑒−10 1.04533851 0.30452029 0.3 

7.08 × 𝑒−07 2.94 × 𝑒−09 1.08107237 0.41075233 0.4 

6.79 × 𝑒−06 2.24 × 𝑒−08 1.12762597 0.52109531 0.5 

4.36 × 𝑒−05 1.19 × 𝑒−07 1.18546522 0.63665358 0.6 

2.13 × 𝑒−05 4.90 × 𝑒−06 1.25516901 0.75858370 0.7 

8.49 × 𝑒−04 1.69 × 𝑒−06 1.33743495 0.88810598 0.8 

2.91 × 𝑒−04 5.09 × 𝑒−05 1.43308639 1.02651673 0.9 

8.88 × 𝑒−03 1.38 × 𝑒−05 1.54308063 1.17520119 1 

 

 

 ي م الحصول على ال  ريب الث ني  𝑣1و  𝑢1وب ل عويض عن ال  ريب ن 

{
𝑢2(𝑥) = 𝑥 + (

1

3
𝑥3 −

1

3
𝑥3) + (

1

4
𝑥4 −

1

4
𝑥4) + ⋯

𝑣2(𝑥) = 𝑥2 + (
1

4
𝑥3 −

1

4
𝑥3) + (

1

3
𝑥4 −

1

3
𝑥4) + ⋯

 

على   المغلق  الشكل  في  الحل  على  الحصول  ي م  الضوض ء،  حدود  وبإلغ ء 

 الصورة  

{
𝑢(𝑥) = 𝑥   

𝑣(𝑥) = 𝑥2
 

.  (2ق م الخ أ الم لق الم حصل عل ه  في المث ل )  2والشكل    2جدوليوضح ال

الحل    م سلسل ل ل عويض في ال  ريب ا ول ف ط في  الاك ف ء بفي هذا المث ل، تم  

لغ ء حدود  لإ  اللجوء  دون  VIM) ال غ ير ال كراري )ت ب ق طري      الن تج  عن

عند أطرف  ال  م العددي   وهو م  يفسر ال ب عد ال ف ف الملاحظ في  الضوض ء،  
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( ال ي اع مدت على ت ريب ت  1الف رة م  رن ً ب لن  ئج المس خرج  في المث ل )

 أعلى.

 
والحلول   VIM)(  م  رن  ب ن حلول )a: )2: الن  ئج العددي  للمث ل  2شكل 

 ( الخ أ الم لق للمنظوم . bالفعل  ، )

 :[27]بفرض منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   كم  يلي :3مثال 

{
  
 

  
 𝑢′′′(𝑥) = −2𝑥 − 2𝑥3 −

2

5
𝑥5 +∫ (𝑢2(𝑡) + 𝑣2(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡     

𝑣′′′(𝑥) = −
2

3
𝑥3 −

1

5
𝑥5 +∫ (𝑥 − 𝑡)(𝑢2(𝑡) − 𝑣2(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑢(0) = 𝑢′(0) = 1, 𝑢′′(𝑥) = 2, 𝑣(0) = −𝑣′(0) = 1,

𝑣′′(0) = 2

 

 دال  ال صح ح لهذه المنظوم   

𝑢𝑛+1(𝑥) = 𝑢𝑛(𝑥) −
1

2
∫ (𝑡 − 𝑥)2(𝑢𝑛

′′′(𝑡) + 2𝑡
𝑥

0

 

+2𝑡3 +
2

5
𝑡5 −∫ (𝑢𝑛

2(𝑟) + 𝑣𝑛
2(𝑟))

𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝑣𝑛+1(𝑥) = 𝑣𝑛(𝑥) −
1

2
∫ (𝑡 − 𝑥)2 (𝑣𝑛

′′′(𝑡) +
2

3
𝑡3

𝑥

0

 

+
1

5
𝑡5−∫ (𝑡 − 𝑟)(𝑢𝑛

2(𝑟) − 𝑣𝑛
2(𝑟))

𝑡

0

𝑑𝑟) 𝑑𝑡 

𝜆ح ث أن منظوم  المع دلات من الرتب  الث لث ، فإن   = −
1

2!
(𝑡 − 𝑥)2    .

 وبن ء على الشروط الاب دائ   ي م اخ   ر ال  ريب الصفري كم  يلي: 

{
𝑢0(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥

2

𝑣0(𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥
2,

 

الحصول   ي م  ال صح ح  دال   في  الصفري  ال  ريب  عن  على  وب ل عويض 

 كم  يلي :  𝑣1(𝑥)و    𝑢1(𝑥)ال  ريب ا ول  

{
𝑢1(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + (2𝑥4 − 2𝑥4) + (

1

5
𝑥5 −

1

5
𝑥5) + ⋯

𝑣1(𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥
2 + (

1

3
𝑥6 −

1

3
𝑥6) + ⋯                             

 

على   المغلق  الشكل  في  الحل  على  الحصول  ي م  الضوض ء،  حدود  وبإلغ ء 

 الصورة  

𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2, 𝑣(𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥2 

( ق م الخ أ الم لق الن تج عن ت ب ق طري    3( والشكل )3يوضح الجدول )

( ال كراري  )VIMال غ ير  المث ل  في  للمنظوم   تم  3(  المث ل،  هذا  في   .)

إلغ ء حدود   تم  أنه  الحل، وح ث  لم سلسل   ال  ريب ا ول ف ط  ال عويض في 

الضوض ء تم مً ، ف د أدى ذلك إلى الحصول على الحل الدق ق في شكله المغلق  

الصفري  في  الم لق  الخ أ  ق م  تظُهره  م   ال  ريب ا ول، وهو  منذ  مب شرةً 

 والمنحن  ت الب  ن  .   الجدول

 

والحلول الفعلية،   VIM)(  مقارنة بين حلول )a: )3: النتائج العددية للمثال  3شكل 

(b  الخطأ المطلق ) .للمنظومة 

 :[27]بفرض منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   كم  يلي: 4مثال 

{
 
 
 

 
 
 𝑢′′(𝑥) = (1 − 2𝑥)𝑒𝑥 +∫ 𝑒𝑥−2𝑡(𝑢2(𝑡) + 𝑣(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑣′′(𝑥) = −
2

3
𝑥3 −

1

5
𝑥5 +∫ (𝑒𝑥−4𝑡𝑣2(𝑡) + 𝑒𝑥−3𝑡𝑤(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑤′′(𝑥) = −
2

3
𝑥3 −

1

5
𝑥5 +∫ (𝑒𝑥−6𝑡𝑤2(𝑡) + 𝑒𝑥−𝑡𝑢(𝑡))

𝑥

0

𝑑𝑡

𝑢(0) = 𝑢′(0) = 1, 𝑣(0) = 1, 𝑣′(0) = 2,𝑤(0) = 1,𝑤′(0) = 3

 

على  وب ل عويض عن ال  ريب الصفري في دال  ال صح ح ي م الحصول 

 ال  ريب ا ول كم  يلي : 

𝑢1(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 +

1

6
𝑥3 +

1

24
𝑥4 +⋯ 

𝑣1(𝑥) = 1 + 2𝑥 + 2𝑥2 +
4

3
𝑥3 +

2

3
𝑥4 +⋯ 
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𝑤1(𝑥) = 1 + 3𝑥 +
9

2
𝑥2 +

9

2
𝑥3 +

27

8
𝑥4 +⋯ 

 

2الن  ئج العددي  الم حصل عل ه  في المث ل   :2جدول   

 الحل الفعلي الخ أ الم لق 
𝑥 

|𝑣 − 𝑣𝑖| |𝑢 − 𝑢𝑖| 𝑣(𝑥) = 𝑥2 𝑢(𝑥) = 𝑥 

0 0 0 0 0 

2.17 × 𝑒−04 3.00 × 𝑒−4 0.01 0.1 0.1 

1.47 × 𝑒−03 2.70 × 𝑒−03 0.04 0.2 0.2 

4.05 × 𝑒−03 9.00 × 𝑒−03 0.09 0.3 0.3 

7.47 × 𝑒−03 2.13 × 𝑒−02 0.16 0.4 0.4 

1.04 × 𝑒−02 4.17 × 𝑒−02 0.25 0.5 0.5 

1.08 × 𝑒−02 7.20 × 𝑒−02 0.36 0.6 0.6 

5.72 × 𝑒−03 1.14 × 𝑒−01 0.49 0.7 0.7 

8.53 × 𝑒−03 1.71 × 𝑒−01 0.64 0.8 0.8 

3.65 × 𝑒−02 2.34 × 𝑒−01 0.81 0.9 0.9 

8.33 × 𝑒−02 3.33 × 𝑒−01 1.00 1.0 1 

 

 3الن  ئج العددي  الم حصل عل ه  في المث ل   :3جدول 
 الحل الفعلي الخ أ الم لق 

𝑥 
|𝑣 − 𝑣𝑖| |𝑢 − 𝑢𝑖| 𝑣(𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥2 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2 

0 0 1.00 1.00 0 

0 0 0.91 1.11 0.1 

0 0 0.84 1.24 0.2 

0 0 0.79 1.39 0.3 

0 0 0.76 1.56 0.4 

0 0 0.75 1.75 0.5 

0 0 0.76 1.96 0.6 

0 0 0.79 2.19 0.7 

0 0 0.84 2.44 0.8 

0 0 0.91 2.71 0.9 

0 0 1.00 3.00 1 

 

 

 ة ب ل  لي الحل في الشكل المغلق يكون على الصور
𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥   

𝑣(𝑥) = 𝑒2𝑥

𝑤(𝑥) = 𝑒3𝑥
 

 
والحلول الفعل  ،   VIM)(  م  رن  ب ن حلول )a: )4: الن  ئج العددي  للمث ل  4شكل 

(b . الخ أ الم لق للمنظوم ) 

( الن  ئج العددي  وق م الخ أ الم لق الم رتب   4( والشكل )4يوضح الجدول )

(. ح ث تم الاك ف ء بحس ب  4على ت ب ق طري   ال غ ير ال كراري في المث ل )

الخ أ   و لوك  ال ري    دق   مدى  لب  ن  ف ط  ا ول  ال  ريب  عند  الم سلسل  

ن الح ج  لحس ب رتب  الم ب ي الن تج  عنه  عند هذا المس وى من ال  ريب دو

 أعلى.

 [27].بفرض منظوم  مع دلات فول  را ال ك مل   ال ف ضل   ال  ل    :5مثال

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑢′′(𝑥) =

5

3
sin 𝑥 +

2

3
sin(2𝑥) − 4𝑥           

+∫ cos(𝑥 − 𝑡) (𝑢2(𝑡) + 𝑣2(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑣′′(𝑥) = (1 − 𝑥) sin 𝑥 + 𝑥2 cos 𝑥            

+∫ sin(𝑥 − 𝑡) (𝑢2(𝑡) − 𝑣2(𝑡))
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑢(0) = 0, 𝑢′(0) = 2, 𝑣(0) = 𝑣′(0) = 0

 

𝑢0(𝑥)ونخ  ر ال  ريب ن الصفري ن   = 2𝑥    و𝑣0(𝑥) = وتب ع ً للأمثل   . 0

 الس ب  ، ن حصل على ال  ريب ت ال  ل  : 

{
𝑢0(𝑥) = 2𝑥

𝑣0(𝑥) = 0  
, 

{
𝑢1(𝑥) = 2𝑥 −

1

3!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 −

1

336
𝑥7 −

1

4536
𝑥9 +⋯  

𝑣1(𝑥) =
1

3!
𝑥3 −

1

5!
𝑥5 +

1

7!
𝑥7 +

1

2520
𝑥8 −

1

9!
𝑥9 +⋯  
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{
𝑢2(𝑥) = 2𝑥 −

1

6!
𝑥3 +

1

5!
𝑥5 −

1

7!
𝑥7 +

1

4536
𝑥9 −⋯

𝑣2(𝑥) =
1

3!
𝑥3 −

1

5!
𝑥5 +

1

1260
𝑥7 −

1

9!
𝑥9 +⋯          

 

 وب ل  لي، الحل في الشكل المغلق يكون على الصورة 

𝑢(𝑥) = 𝑥 + sin 𝑥   

𝑣(𝑥) = 𝑥 − sin 𝑥   
 

 4الن  ئج العددي  الم حصل عل ه  في المث ل   :4جدول 

 𝑥 الحل الفعلي الخ أ الم لق 

|𝑤 − 𝑤𝑖| |𝑣 − 𝑣𝑖| |𝑢 − 𝑢𝑖| 𝑤(𝑥) = 𝑒3𝑥 𝑣(𝑥) = 𝑒2𝑥 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥  

0 0 0 1.00 1.00 1.00 0 

2.64 × 𝑒−06 1.00 × 𝑒−02 5.01 × 𝑒−07 1.35 1.22 1.11 0.1 

1.21 × 𝑒−04 4.01 × 𝑒−02 1.61 × 𝑒−05 1.82 1.49 1.22 0.2 

1.23 × 𝑒−03 9.04 × 𝑒−02 1.23 × 𝑒−04 2.46 1.82 1.35 0.3 

6.60 × 𝑒−03 1.62 × 𝑒−01 5.18 × 𝑒−04 3.32 2.23 1.49 0.4 

2.49 × 𝑒−02 2.56 × 𝑒−01 1.59 × 𝑒−03 4.48 2.72 1.65 0.5 

7.51 × 𝑒−02 3.76 × 𝑒−01 3.96 × 𝑒−03 6.05 3.32 1.82 0.6 

1.94 × 𝑒−01 5.27 × 𝑒−01 8.58 × 𝑒−03 8.17 4.06 2.01 0.7 

4.45 × 𝑒−01 7.16 × 𝑒−01 1.68 × 𝑒−02 1.10 4.95 2.23 0.8 

9.38 × 𝑒−01 9.56 × 𝑒−1 3.04 × 𝑒−02 1.49 6.05 2.46 0.9 

18.4 × 𝑒−1 12.6 × 𝑒−01 5.16 × 𝑒−02 2.01 7.39 2.72 1 

 
 5الن  ئج العددي  الم حصل عل ه  في المث ل  :5جدول 

 𝑥 الحل الفعلي الخ أ الم لق 
|𝑣 − 𝑣𝑖| |𝑢 − 𝑢𝑖| 𝑣(𝑥) = 𝑥− sin𝑥 𝑢(𝑥) = 𝑥+ sin𝑥  
0 0 0 0 0 

3.31 × 𝑒−18 0 1.67 × 𝑒−04 2.00 × 𝑒−01 0.1 

5.23 × 𝑒−16 5.00 × 𝑒−16 1.33 × 𝑒−03 3.99 × 𝑒−01 0.2 

4.44 × 𝑒−14 4.44 × 𝑒−14 4.48 × 𝑒−03 5.96 × 𝑒−01 0.3 

1.05 × 𝑒−12 1.05 × 𝑒−12 1.06 × 𝑒−02 7.89 × 𝑒−01 0.4 

1.22 × 𝑒−11 1.22 × 𝑒−11 2.06 × 𝑒−02 9.79 × 𝑒−01 0.5 

9.07 × 𝑒−11 9.07 × 𝑒−11 3.54 × 𝑒−02 1.16 × 𝑒+00 0.6 

4.94 × 𝑒−10 4.94 × 𝑒−10 5.58 × 𝑒−02 1.34 × 𝑒+00 0.7 

2.14 × 𝑒−09 2.14 × 𝑒−09 8.26 × 𝑒+00 1.52 × 𝑒+00 0.8 

7.82 × 𝑒−09 7.82 × 𝑒−09 1.17 × 𝑒+00 1.68 × 𝑒+00 0.9 

2.49 × 𝑒−08 2.49 × 𝑒−08 1.59 × 𝑒+00 1.84 × 𝑒+00 1.0 

 

 

والحلول الفعل  ،   VIM)(  م  رن  ب ن حلول )a: )5: الن  ئج العددي  للمث ل  5شكل 

(b . الخ أ الم لق للمنظوم ) 

 

(، الدق  والكف ءة الع ل   5( والشكل )5) توضح الن  ئج العددي  في الجدول

( في حل هذه المنظوم . كم  يظهر الشكل  VIMل ري   ال غ ير ال كراري )

5(a)  [0,1]ت  ب   ت م  ب ن الحلول ال  ريب   والحلول الفعل   على الف رة .

الخ أ الم لق للم غ رين   (b)5وفي الس  ق ذاته، يوضح شكل 

𝑢(𝑥)و𝑣(𝑥)  ح ث ي ب ن أن أقصى ق م  للخ أ عند نه ي  الف رة لا ت عدى

2.49 ×  ، مم  يؤكد الدق  الع ل   وال   رب السريع لل ري  .10−8

 الاستنتاج 

لحل أنظم  مع دلات   (VIM)في هذه الورق ، طب ن  طري   ال غ ير ال كراري  

العددي    الن  ئج  م  رن   الخ   . ومن خلال  ال ف ضل   غ ر  ال ك مل    فول  را 

المحصل عل ه  ب لحل الفعلي، أثب ت الدرا   أن هذه ال ري   ت م ز بدق  ع ل    

 (VIM)و رع  ف ئ   في ال   رب نحو الحل الدق ق. وتكمن أهم   طري    

مع ملات  ا  خدام  أو  للمؤثرات  تجم د  إجراء عمل  ت  ت  لب  كونه  لا  في 

صغ رة، مم  يحرر الحس ب ت من ق ود الاض راب ال  ل دي  ويجعله  بس     

ومب شرة. وبن ءً على الن  ئج ال ي تم عرضه  في ا مثل  الس ب  ، نلخص إلى  

ا   مع لج   في  جداً  وقوي   فع ل   أداة  تعد  ال ري    هذه  من أن  المع دة  نظم  

  ف ضل   وال ك مل   غ ر الخ    بدق  وكف ءة ع ل  . المع دلات ال
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